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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs de la thése

1.1.1 Présentation du modéle

Cette thése présente des résultats d’estimation adaptative de fonctions (ou
signaux) multidimensionnelles anisotropes, c’est-a-dire dont les régularités
dans les différentes directions de ’espace différent. Les résultats obtenus le
sont pour des pertes ponctuelles dans le modeéle de bruit blanc gaussien.

Plus précisément, nous cherchons a estimer des fonctions qui appartiennent
a des classes d’espaces de Holder anisotropes H (3, L), ou 3 est un vecteur
représentant la régularité des fonctions et L une constante de Lipschitz.

Explicitons maintenant le modele dans lequel se situent nos travaux. Nous
observons une « trajectoire » d’un processus aléatoire X, satisfaisant I’équa-
tion différentielle stochastique suivante :

X (du) = f(u)du+ W (du), wu € [0;1]% (1.1)

ot f : R? — R est un signal inconnu & estimer, W est un bruit blanc gaussien
standard de R? dans R (voir par exemple [|) et € > 0 est un paramétre qui
précise le niveau du bruit. Nous supposerons que ¢ est connu du statisticien.

De facon plus pratique, on peut observer toutes les quantités du type
| stwx.(au)
Rd
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oil g est une fonction connue de L?(R% R) = L.

REMARQUE 1. Le modeéle de bruit blanc gaussien, a linstard des lois gaus-
siennes, joue un role central en statistique puisqu’il approche d’autres modeles
plus complezes, par exemple le modele de densité non paramétrique. Citons
par exemple les travauz de Nussbaum (1996).

1.1.2 Différentes approches

Le but principal, lorsqu’on fait de ’estimation, est de choisir, parmis tous les
estimateurs possibles fonctions mesurables des observations), le « meilleur ».
Plusieurs approches et divers points de vue classiques s’offrent alors pour
juger la qualité d’un estimateur.

1. I’approche minimax. On fixe un espace fonctionnel et un risque sur
cet espace. Le meilleur estimateur est celui dont le risque est minimal.
Cette approche suppose une connaissance a priori assez forte sur le
signal & estimer puisqu’on suppose, par hypothése, qu’il appartient a
I’espace fonctionnel qu’on s’est fixé. Ce point de vue est donc parfois
trés limité en pratique.

2. L’approche adaptative au sens minimax peut étre vue comme un dé-
veloppement de la premiére. On se fixe ici une famille d’espaces fonc-
tionnels et un risque sur chacun d’entre-eux. Le meilleur estimateur
est alors celui qui « minimise » simultanément tous les risques. La
connaissance a priori sur le signal est donc nettement relachée.

3. L’approche maxiset prend quant a elle le contre-pied de 1’approche
minimax. On se fixe un risque et une qualité d’estimation (vitesse) a
atteindre. On calcule alors, pour chaque procédure, le plus grand espace
fonctionnel — son maxiset — sur lequel elle atteint cette vitesse. Une
procédure est d’autant meilleure que son maxiset est grand. En général
on ne sait pas trouver de procédure ayant un maxiset maximal.

Dans cette thése, nous nous intéressons particulierement a la deuxiéme ap-
proche. Nous discuterons donc des approches minimax et adaptative au sens
minimax dans la suite de cette introduction.

12
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1.2 Théorie minimax

1.2.1 Généralités

On fixe, dans cette approche, un espace de Banach F (on suppose que le vrai
signal appartient a cet espace) et une fonctionnelle G : F — A ou (A, | - ||)
est un second espace de Banach. Le but précis qu’on se fixe est d’estimer la
fonctionnelle G(f).

Etant donné un estimateur fs, on commence par mesurer sa qualité par
rapport a chaque fonction f € F par :

Re(fe. ) = Ep jw(|[f: = G(HI)|

ou E; désigne I'espérance par rapport a la loi de X (€) (si f est la vrai valeur
du signal inconnu) et oll w est une fonction de perte a valeurs dans R™.

Comme on souhaite que 'estimateur qu’on choisira soit uniformément bon
sur toutes les fonctions de F, on introduit le risque maximal sur cet espace
de la facon suivante :

Rs(fa: f) = sup Rs(faa f)
feF
L’idée étant de choisir comme estimateur celui dont le risque est minimal
parmis tous les estimateurs possibles (on notera £ cet ensemble), on introduit
le risque minimax sur F défini par :
R.(F) = inf R.(f., F).
fe€€

Le but est alors double. On souhaite trouver a la fois un estimateur dont
le risque est du méme ordre, asymptotiquement (lorsque ¢ tend vers 0), que
R.(F), et d’autre part une formule explicite pour ce risque.

1.2.2 Meéthode

La stratégie classique pour obtenir de tels résultats est la suivante. On com-
mence a introduire pour toute normalisation (ou vitesse) (1).).s¢ le risque
maximal renormalisé d’un estimateur f. :

R.(f., F.ab) = ?CEE_Ef w | fe = GO -

13
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On cherche ensuite & trouver une normalisation particuliére . qui satisfait
les deux inégalités suivantes :

Une borne supérieure qui assure que cette vitesse est atteignable (asymp-
totiquement) par un estimateur. C’est-a-dire qu’il existe un estimateur
fg tel que : X
limsup R.(f., F, p-) < +00.
e—0
Une borne inférieure qui assure quant a elle qu’on ne peut pas faire asymp-
totiquement mieux que .. C’est-a-dire :

liminf inf R.(f., F,¢.) > 0.
e—0 f-c&
Si I’on trouve un tel couple ( fg, ¢:) on dit que c’est la solution du probléme
minimax sur F. La vitesse ¢. est appelée la vitesse minimax (asymptotique)
et l'estimateur f. est dit (asymptotiquement) minimax.

REMARQUE 2. On remarque que les deux inégalités ci-dessus impliquent
que

oo Pe ; Pe
_ <
e = Re(F) <= 0 <liminf G lll?jélp R.(F)

< +00.

Dans cette thése nous nous intéressons uniquement au cas ou G est la fonc-
tionnelle d’évaluation. C’est-a-dire qu’on fixe un point ¢ € (0,1)? et qu’on
pose :

G:F — R
o= @)
Par ailleurs, ||-|| est remplacée par la valeur absolue dans R et nous choisirons

de prendre comme fonction de perte wy(x) = ¢ ot ¢ > 0 est fixé.

1.2.3 Reésultats classiques

Rappelons quelques résultats classiques concernant I’estimation minimax dans
le modéle de bruit blanc gaussien.

Tout d’abord la vitesse minimax sur les classes de Holder unidimensionnelle

H(B,L) est connue pour l'estimation en norme L? (p € [1;+00[) et pour
28 . .

I’estimation ponctuelle ou elle vaut €23+ ainsi que pour I’estimation en norme

L> ou elle vaut (e4/Inl /e)%. On regardera par exemple Ibragimov et
Hasminskii (1980,1981,1982) et Stone (1982).

14
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Le cas multidimensionnel est plus complexe. Les premiers résultats ont été
prouvés dans le cas isotrope (la régularité est la méme dans chaque direction
de T’espace). Stone (1980) a prouvé que, dans le modéle de régression, la

. . . , 2B
vitesse d’estimation ponctuelle ou en norme L? est donnée par £23+d ol d est
la dimension. Un autre résultat donne un /In 1/¢ additionnel en norme L.
L’estimation est donc d’autant moins bonne que la dimension est grande.

Pour le cas anisotrope, Barron et al. (1999) ont exhibé la vitesse minimax
pour estimation en norme LZ2. Elle dépend de la moyenne harmonique des
régularités dans chaque direction de I'espace,

d

1 1
T

28 . . .
et est donnée par la formule £2#+1. On ne voit plus ici la dépendence en la
dimension de maniére explicite : elle est cachée dans la formule de 3.

Enfin, dans Kerkyacharian et al. (2001), la vitesse minimax est exhibée sur
des classes de Besov anisotropes. Les procédures construites pour atteindre
ces vitesses ont été une source d’inspiration pour nos travaux.

D’autre part, certains résultats assez précis donnent méme un équivalent
exact de la vitesse minimax de convergence. Par exemple Bertin (2004) four-
nit un tel résultat pour I'estimation en norme L*> de fonctions holdériennes
anisotropes en ajoutant la condition 8 = (3;)i=1, 4 €]0; 1]%.

1.3 Théorie adaptative

1.3.1 Généralités

Pour I'approche adaptative, on ne suppose plus que le signal appartient & un
espace fonctionnel connu exactement, ce qui peut étre une géne considérable
en pratique, mais plutét & une réunion de différents espaces fonctionnels.
Cette réunion pouvant étre tres large, cette hypothése est souvent beaucoup
plus raisonnable. On note donc (¥X(s)),.c7 une famille d’espaces définis par
un parameétre s appelé « parameétre nuisible ».

En général, on suppose que J C R™. On suppose également que le probléme
minimax est résolu sur chacun de ces espaces. On notera N () la vitesse
minimax sur ().

15
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La stratégie est alors la suivante : on introduit un risque par espace fonc-
tionnel. De fagon formelle, & s € J fix¢, on considére le risque Ré’{)(-) défini
pour tout estimateur f. € £ par :

RO(f) = swp Eylw(|lf = f1)].

fex(s)

On souhaite alors trouver un seul estimateur dont la vitesse dépend de s et
tel que cet estimateur soit aussi précis que possible pour chaque valeur du
parameétre nuisible.

1.3.2 Meéthodes et résultats connus

Donnons un rapide apercu des méthodes classiquement employées pour fa-
briquer des estimateurs adaptifs.

La sélection de modéles est une méthode particuliérement bien adaptée
a I'estimation en norme L2. Elle utilise en effet assez fortement le ca-
ractére hilbertien (& travers la projection orthogonale) de cet espace.

La décomposition en série d’ondelettes et les techniques de seuillage
permettent également d’obtenir des procédures adaptatives. Les tra-
vaux de Donoho et Johnstone (1994, 1995), Johnstone (1996) et Ker-
kyacharian et Picard (1997) jettent les bases de ces méthodes parti-
culierement performantes d’'un point de vue pratique tout autant que
théorique. L’idée de ces méthodes est assez simple, on décompose les
observations dans une base d’ondelettes et ’on ne conserve que les coef-
ficients qui dépassent un certain seuil. Le choix de ce seuil est un point
crucial, et assez délicat, de cette théorie.

Les méthodes & noyaux sont basées quant a elles sur des idées de com-
paraison plus ou moins directes entre estimateurs & noyaux. L’idée
est de construire une procédure qui choisit, en fonctions des obser-
vations, un estimateur a noyau parmi une collection d’estimateurs de
ce type déterminée a l'avance. Ce choix se base en principe sur des
considérations de type comparaison biais-variance. Citons par exemple
les travaux de Lepski (1991), Tsybakov (2002) ou Bertin (2004) qui
sont basées sur ce principe. Notons enfin que si 'on choisit un estima-
teur linéaire en fonction des observations, ’estimateur qui en résulte est
non-linéaire. On sait par ailleurs les limites des procédures linéaires (cf.
Nemirovski (1986), Donoho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard (1996)
ou encore Rivoirard (2004)).

16
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Dans cette thése, les méthodes développées sont des méthodes basées sur la
comparaison d’estimateurs a noyau.

1.3.3 Le probléme de I'optimalité

Dans la théorie adaptative, I'un des points délicats est de prouver que 1’esti-
mateur proposé est « optimal » en un certain sens. La premiére idée est de
rechercher un estimateur qui minimise simultanément tous les risques RS (+).
Il est facile de voir que pour réaliser cela il faut que cet estimateur atteigne la
vitesse minimax sur chacun des espaces (). S’il existe, un tel estimateur est
alors appelé adaptatif optimal. Lepski (1991) a montré qu’il existe un estima-
teur adaptatif optimal (E.A.O) pour 'estimation en norme L? (p € [2; 00]),
sur des classes de Holder unidimensionnelles H () avec 3 € [B.; 5]

Malheureusement, il n’existe pas toujours d’” E.A.O. Le premier résultat de
cette nature est d a Lepski (1991) qui le prouve pour I'estimation ponctuelle
sur une famille d’espaces de Holder unidimensionnels. Ceci se traduit par le
fait que, pour tout estimateur fa il existe un parameétre nuisible ¢, tel que :

limsup sup By |w (N (o) = /)| = +oo.
e—0 fEE(%())

Dans ce cas, il faut un critére qui permette de choisir le meilleur estimateur
possible. Il existe actuellement plusieurs critéres. Ils sont tous basés sur les
idées suivantes :

1. Dans un premier temps, on définit des familles de normalisations dites
admissibles. Une telle famille W) = {¢.(30)},.cs doit vérifier la pro-
priété suivante : il existe un estimateur f. tel que

limsup sup sup E; [w (1/}8_1(%)||f5 — f||>] < +o0. (B.S.A)

e—0  x€J feX(s)

Autrement dit, fg atteint simultanément sur chaque espace () la
vitesse 1. ().

2. Dans un deuxiéme temps, on propose un critére permettant de compa-
rer les familles de normalisations admissibles pour choisir la « meilleure ».
Notons que ce critére doit, en particulier, vérifier I'importante propriété
suivante : si N = {¢.(3)},.c7 désigne la famille des vitesses minimax
sur chaque espace de Hdolder, et si cette famille est admissible, alors le
critére proposé doit la chosir.

17
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3. Enfin, on construit un estimateur f® qui vérifie (B.S.A) avec W) =
®©). Un tel estimateur est alors appelé estimateur adaptatif

La prochaine section est consacrée a 1’étude de critéres d’optimalité existant
(Lepski (1991) et Tsybakov (1998)). Nous constaterons leurs défauts et pro-
poserons un nouveau critére plus adapté a I’étude de procédures adaptatives
en dimension supérieure a 1.

1.4 Optimalité de familles de normalisations

1.4.1 Constat préliminaire

Nous allons expliquer ici notre point de vue sur les critéres d’optimalité pour
choisir la « meilleure » famille de normalisations (vitesse adaptative) dans
le cas ol un estimateur adaptatif optimal n’existe pas, ce qui est le cas dans
nos deux problémes.

Nous revenons aux notations générales introduites a la section 1.3 pour une
plus grande généralité.

Ces critéres partent d’'un méme constat. Lorsqu’il n’existe pas d’E.A.O. il est
toujours possible d’améliorer en un point (parameétre nuisible) au moins toute
famille de normalisations admissible. En effet, notons ¥(®) une telle famille et
N© 1a famille des vitesses minimax sur chaque espace. Clairement, il existe
au moins un parameétre nuisible sz ou

¢e(%o)
Ng(%o) : +00,

sinon N©) serait admissible et alors il existerait un E.A.O par définition de
I’admissibilité. 11 suffit alors de choisir comme estimateur celui qui est mini-
max sur 'espace X(s7). Ailleurs, sa vitesse est éventuellement trés mauvaise
mais il améliore ¥, ().

Partant du constat qu’on ne peut pas empécher une famille d’étre améliorer
il faut un critére qui garantit que le nombre de points ot ’'on peut améliorer
la vitesse adaptative est petit.

18
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1.4.2 Critéres actuels

Commencons par rappeler les critéres déja existant. Il s’agit de comparer des

familles de normalisations admissibles.

Lepski (1991). L’idée est d’introduire, pour chaque famille admissible ¥(®),
la quantité suivante :

Ve (5)

A(h) =210 NG9

Bien stir, A.(¥) tend vers +oo pour chaque U admissible puisqu’on

a supposé qu’il n’existe pas d’E.A.O.

On dit alors que ®© est la vitesse adaptative si les deux conditions
suivantes sont remplies :
1. ®© minimise A.(-).

2. Si ®© est une autre famille qui minimise A.(-), alors les deux

familles sont, points & points, equivalentes en ordre, i.e.

Ve € T, pe(2) X @c(5).

Meéme si cette définition est tout-a-fait convenable et fournit un premier
critére intéressant, elle est trop globale. Expliquons-nous : les vitesses
admissibles sont comparées par rapport a la vitesse de référence — qui
est la vitesse minimax — et non pas entre elles. De plus, en considé-
rant le maximum des rapports, on perd un renseignement précieux : le
« nombre » de points ot la vitesse est mauvaise (i.e. 1)-(2) est grand).
Par exemple, on pourrait imaginer une famille qui vaudrait, pour tout
paramétre nuisible, la vitesse minimax, sauf en un point ou elle serait
tres grande. Cette famille serait jugée mauvaise par ce critére alors
qu’en pratique elle serait sans doute trés bonne!

Le défaut majeur, a nos yeux, de ce critére peut donc étre formulé de
la maniére suivante : une famille de vitesses trop lente pour une seule
valeur du paramétre nuisible ne peut pas étre la vitesse adaptative.

Tsybakov (1998). 1.’idée, dans ce critére, est de comparer les vitesses ad-
missibles de maniére ponctuelle. La vitesse adaptative va étre comparée
a chaque autre vitesse admissible et cela en chaque valeur du para-
meétre nuisible. Donnons le critére avant d’en expliquer la philosophie.
La meilleure famille de normalisation ®©) (i.e. la vitesse adaptative)
doit vérifier la propriété suivante : si U est une autre famille admis-
sible et §’il existe s € J tel que :

77Z}5(%0)

Pe(20) e—0
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alors il existe un autre point ¢ tel que :

we(%o) wa(%l)

P=(50) pe(521) =0
En d’autres termes, si 'on peut améliorer la vitesse adaptative en un
point (s¢), cela se fait en perdant bien plus que ce que I'on a gané en
un autre point ().

—+00.

Encore une fois, cette définition est valable pour tout probléme d’es-
timation adaptative. Cependant, elle est un peu trop ponctuelle , au
contraire de la précédente! Par exemple, il peut y avoir, d’apreés la dé-
finition (ceci n’est pas le cas dans Tsybakov (2001)), plusieurs points
2 et un seul point s7;. Ceci ne correspond pas nécessairement a l'idée
qu’on se fait d’une vitesse optimale... De plus, 'unicité (a Pordre pres)
des vitesses adaptatives n’est garantie que pour un nombre fini de pa-
ramétres nuisibles. Dans le cas d’une infinité, ce n’est plus évident.

1.4.3 Explications

Le dernier probléme evoqué provient essentiellement du fait que cette défini-
tion est plus adaptée a la dimension 1 qu’au cas multidimensionnel. Expliquons-
nous. On sait qu’on peut toujours améliorer une vitesse admissible en un
point au moins et, en dimension 1, on ne sait pas faire beaucoup mieux dans
la plupart des cas. Mais, nos résultats mettent a jour un tout autre phéno-
meéne en dimension d > 2. Effectivement, on prouve qu’on peut améliorer
la vitesse adaptative, non seulement sur un espace, mais également sur une
réunion d’espaces. Cependant, cette réunion est « petite » par rapport a la
classe d’espaces de Holder considérée.

Le nouveau critére que nous proposons tente de prendre en compte ces as-
pects. En particulier, il est a la fois moins global que le critére formulé par
Lepski, et moins ponctuel que celui ennoncé par Tsybakov.

1.4.4 Un nouveau critére

L’idée est 1a encore de comparer les vitesses admissibles deux a deux. Pour
avoir un aspect semi-global, on considére, pour deux vitesses U(®) et W(®) Jeg
sous ensembles suivants de J :

7, (\11(8)/\11(5)> — {% o G 0} ,

¢E (%) e—0
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qui correspond a I'ensemble des points ou W) est meilleure (donc plus petite)
que ¥© et

7. (\11<€>/xiz<€>) — {0 c 7. %l | velo) 00, Va € Ty (11/@)/@(6))} ,

Ve(50)  tYe(o) =0

qui représente, au contraire, 'ensemble des points ot W) est meilleure que
) . Remarquons qu’on impose méme qu’elle soit bien meilleure a cause de
la normalisation supplémentaire inspirée du critére de Tsybakov.

On peut alors donner une définition raisonnable de vitesse adaptative de la
maniére suivante.

DEFINITION 1. Une famille de normalisations ®©) est appelée une vitesse
adaptative si elle vérifie la propriété suivante : pour toute famille admissible
W) ensemble To(W'®) /D) est contenu dans une variété de dimension au
plus égale a m — 1 et, Ioo(WE) /D) contient un ensemble ouvert de R™.

Exprimée différement, cette définition assure qu’une vitesse adaptative ne
peut étre améliorée que sur ensemble extrémement réduit et qu’alors on perd
bien plus, en faisant cela, sur un ensemble trés massif.

De plus, il découle de la définition méme de vitesse adaptative son unicité en
ordre. C’est-a-dire que si ®©) et ) sont deux vitesses adaptatives, alors,

Ve J, 805(%) = Sba(%)-

En effet, raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe 3¢ € Zo(®©)/ é(e)),
alors T, (®©)/ é(s)) contient un ouvert car ®© est une vitesse adaptative.
Mais d’autre part, il est aisé de montrer que Zy (B /DE)) € Ty(P© /D)),
Ceci est en contradiction avec le fait que ®©) est une vitesse adaptative, car
To(®© /D) devrait étre contenu dans un variété de dimension strictement
inférieure a m.

Finalement, le critére que nous proposons est un raffinement des critéres pré-
cédents qui offre le double avantage d’assurer I'uncité de la vitesse adaptative
ainsi que d’étre bien adapté au cas multidimmensionnel.
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1.5 Les procédures

1.5.1 Généralités

[’optimalité d’une vitesse est une chose, mais encore faut-il construire un esti-
mateur qui atteigne la vitesse adaptative. Dans cette thése, nous construisons
deux procédures adaptatives différentes : une pour résoudre le probléeme de
I’adaptation totale, I'autre pour celui de ’adaptation partielle.

Ces deux procédures sont proches dans leur conception. Elles reposent en
effet sur les idées apparues dans Lepski (1990) et développées pour le cas
multidimensionnel dans Kerkyacharian et al. (2001)  méme s’il s’agissait
de construire une procédure minimax sur des espaces de Besov anisotropes.

Nous allons discuter des principes généraux qui nous ont guidés dans la
construction des procédures qui seront exposées plus loin. Nous reviendrons
alors plus précisément sur la spécificité de chaqu’une d’entre elles.

1.5.2 Principes

Le principe de construction des procédures basées sur le choix aléatoire d’un
estimateur a noyau est assez simple et peut étre expliqué formellement de
la fagon suivante. Si {X(»)},.c7 est une famille d’espaces fonctionnels et si
{@:(50)} e est la vitesse adaptative qu’on souhaite atteindre, la méthode
générale consiste a faire les choses suivantes.

1. Construire, pour chaque valeur s> du paramétre nuisible, un estimateur
a nouyau qui atteint la vitesse ¢.(s¢) sur l'espace ().

2. Choisir un nombre fini d’estimateurs assez grand pour bien estimer sur
chaque espace () : par exemple en faisant une grille suffisament fine
de l'espace J.

3. Introduire un systéme de comparaison des estimateurs entre eux pour
en choisir un — en fonction des observations et donc de maniére aléa-
toire — afin de I'utiliser pour I’estimation.

En regle générale, les points 1 et 2 ne posent pas les plus grandes difficultés

méme si quelques problémes techniques (comme ce sera notre cas pour le
deuxiéme point) peuvent se poser. En revanche, le troisiéme point est crucial.

Par exemple, on verra qu’on ne peut pas traité le cas multidimensionnel
comme 1'a été le cas réel dans Lepski (1991). En effet, dans ce dernier cas,
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on choisit un estimateur en vérifiant une propriété assez simple (du type
comparaison biais-variance), alors que nous serons obligés de comparer les
estimateurs deux a deux a l’aide d’un critére plus élaboré et inspiré de Ker-
kyacharian et al. (2001).

1.5.3 Adaptation partielle

Ici, les deux premiers points sont calqués sur le cas de 'adaptation totale.
Quelques modifications mineures interviennent (car on a des renseignements
supplémentaires liés & information additionnelle dont on dispose), mais le
coeur du probléme est ailleurs.

La construction d’un esemble aléatoires de « bons » indices, A, reste sem-
blable au cas précédent, de méme que le choix, par la procédure, d’'un indice
dans cet ensemble, s’il n’est pas vide.

Mais, dans le cas ou A est vide, I'attitude adoptée est radicalement différente
de ce que I'on faisait dans le cas de ’adaptation totale : estimer par n’importe
quoi (dans notre cas précis, 0). En effet, le fait de n’avoir qu'un y/Inln1/e
dans la vitesse, au lieu de /In1/e, empéche d’avoir P[A] trés petite. Pour
compenser cet état de fait, il faut pouvoir estimer avec une vitesse meilleure
que ne le fait I'estimateur trivial.

Or, cette vitesse est exactement (g4/In1/£)2/®* . Et done, I’estimateur
construit lors du cas précédent convient parfaitement.

Au final, la procédure qui atteint la vitesse optimale dans le cas de I'adap-
tation partielle dépend de la procédure construite pour résoudre le probléme
de 'adaptation totale.

1.6 Présentation des résultats

Nous allons maintenant expliquer plus en détail les principaux résultats ob-
tenus durant cette thése. Rappelons que nous nous sommes placés dans le

modele de bruit blanc et que nos observations X© = {X_(u)},c(o.1¢ safisfont
I'EDS (1.1).

Commengons par préciser les espaces fonctionnels ambiants.
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1.6.1 Les espaces de Holder anisotropes

Les fonctions qui appartiennent a ces espaces ont des régularités différentes
suivant les axes définis par les vecteurs de la base canonique de R%. Il est donc
naturel de définir, pour tout fonction f : R? — R les fonctions auxiliaires
suivantes

vy € Ra fl(y|x) = f('rla vy Ti—1, Ty + yv'ri-i-l)xd)

qui décrivent les accroissements de f au voisinage de tout point z € R?, dans
chacune des directions de base.

A partir de 1, nous pouvons définir les espaces de Holder anisotropes H (3, L),
pour tout vecteur 8 = (B, ..., Bq) tel que tous les ; sont strictement positifs
et pour tout L > 0.

DEFINITION 2. Une fonction f : R? — R continue, & support compact
inclus dans [0; 1] appartient o H(3, L) si, et seulement si, les deux propriétés
sutvantes sont vérifiées :

mg

sup sup Z‘

i=1,....,n gcR4 5—0

10| <L

et, pour tout i et pour tout y € R,

sup
z€RJ

1 le) = 17 0f)| < Lyl

ou m; désigne le plus grand entier strictement inférieur a 5; et a; = B; —
m;. En d’autre termes, dans la i€ direction de l’espace, [ a la régularité
holdérienne (5;, L) au sens unidimensionnel.

Dans la suite nous ne considérons pas tous les espaces de Holder mais seule-
ment une sous famille. Fixons un vecteur b = (by,...,bs) € (R%)? et deux
réels [, < [*. Nous notons

d
B=1]I0sb] et T = [1;17].

i=1

Nous travaillerons avec la famille suivante {H (3, L)} s 1)eBxz-

24



Nicolas Klutchnikoff CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.6.2 Nos objectifs

Nous nous sommes intéressés a deux problémes d’estimation adaptative par-

ticuliers :

— le premier se situe dans la continuité des travaux classiques. Le but est de
construire une procédure adaptative sur I’échelle de tous les espaces de Hol-
der considérés. Le résultat que nous obtenons généralise celui obtenu par
Lespki (1991) en dimension 1. Nous nomerons ce probléme « adaptation
totale » ;
le deuxiéme est plus original. Nous supposons que nous disposons d’une
information supplémentaire sur le paramétre nuisible (ici le couple (53, L)).
L’information considérée est du type 3 est connu. Nous expliquerons plus
loin ce qui nous a fait considérer cette information suppmémentaire précise.
Le résultat que nous obtenons est alors plus original en terme de vitesse
obtenue. Ce second probléme sera qualifié d’« adaptation partielle » ou
« adaptation sous contrainte ».

Dans les deux cas nous prouvons 'optimalité de nos méthodes de différentes

maniéres et en différents sens.

1.6.3 Adaptation totale

Commencons par exposer les résultats obtenus.

THEOREME 1. [l n’existe pas d’estimateur adaptatif optimal pour ce pro-
bleme. En d’autres termes, pour tout estimateur f., il existe (By, Lo) € BXZT
tel que :

limsup  sup Ef[<NE’1(ﬁ0,L0)|fE(t)—f(t)|>q]:—l—oo.

e—0  feH(fBo,Lo)

Rappelons que la vitesse minimax N.((, L) sur chaque espace H ([, L) est
connue et vaut :

1 28
L2B+1g23+1

Ce résultat n’est pas obtenu directement sous cette forme mais c¢’est un co-
rollaire immédiat d’un résultat que nous obtenons.

Donnons tout de suite le résultat principal.
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THEOREME 2. La famille de normalisation ®© = {¢.(8. L)}s,1)epx1 défi-
nie par la formule :

pe(B, L) = LYCPD (|[K [lepe (8, L)) *7Y

ot p-(0B, L) est un terme de perte par rapport a la vitesse minimazx qui vaut

- 4(b - B) L 2, r
pe(6, L) = \/1 - (26+1)(26+1) . K 20+ 1 "

est la vitesse adaptative du modéle. De plus on construit un estimateur f2
qui vérifie B.S.A avec W) = §E),

REMARQUE 3. Le terme de vitesse adaptative est a comprendre, ici, au
sens de la nouvelle définition que nous avons donnée. En effet, ce critére a
€té congu, en premier lieu, pour étre appliqué au cas de [’adaptation totale.
En effet, il n’est pas raisonnable dans ce cas d’utiliser un critére minimazx
(comme nous le ferons dans le cas de Uadaptation partielle) pour choisir
une famille de normalisations optimale. Effectivement, de maniére générale,
la witesse minimax sur une réunion ne peut pas étre meilleure que la pire
vitesse minimax sur chacun des espaces composant cette réunion. Dans notre
cas c’est catastrophique lorsque [ tend vers (!

Par ailleurs, nous expliquons a la section suivante les idées principales de la
construction de Uestimateur f2. Il faut simplement remarquer pour linstant
que ce théoreme assure que 2 est un estimateur adaptatif. Le probléeme est
donc résolu entierement par ce théoréme.

Faisons quelques commentaires sur la vitesse adaptative trouvée. D’abord,
constatons que la perte p. vaut 1 si B =0 (ce qui signifie simplement que
B =1b) et L =I,. Donc en ce point, la vitesse obtenue est exactement la
vitesse minimax sur H(b,[,). D’autre part ce point correspond également a
I’espace de Hélder le plus régulier dans notre collection.

En dehors, la perte est de 'ordre de y/In1/e ce qui correspond exactement
au cas classique unidimensionnel. Ce résultat généralise donc en tout point
celui obtenu par Lepski (1990).

Notons maintenant un interprétation a propos de la perte p.. On a la formule

suivante :
Na(ﬁ,L)
LYy=4/14+2In ————~.
pelf 1) \/+ N0, 1)
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Donc, on paie exactement pour le rapport des vitesses minimax entre la
vitesse de l'espace dans lequel se trouve le signal a estimer et la vitesse de
I’espace le plus régulier de la collection.

1.6.4 Présentation de la procédure

Nous décrivons ici les points clés de la construction de I’estimateur que nous
proposons. Signalons tout d’abord qu’un noyau vérifiant de bonnes conditions
(en particulier d’orthogonalité par rapport a des polynémes) doit étre fixé.

Le premier point exposé au paragraphe 1.5.2 ne pose aucun probléme. Pour
tout (5, L) € BxZ, on construit une fenétre h(3, L, ) qui permet d’atteindre,
en utilisant 'estimateur construit sur cette fenétre, la vitesse (53, L) sur

H(B,L).

Le deuxiéme point pose quelques petits problémes techniques. Nous avons
choisi de faire une grille dans ’espace des fenétres plutot que dans I'espace
des régularités. Nous avons donc défini pour tout & dans Z¢ des fenétres h(F)
et construit des indices k(3, L, €) tels que, a (3, L) fixé, 'estimateur construit
en utilisant la fenétre AF(%:1) est aussi bon (asymptotiquement) que celui
utilisant la fenétre h(S, L,e). Ceci est trés comparable a ce qui a été fait
dans Kerkyacharian et al. (2001). Le point délicat a été de trouver un sous
ensemble de Z?, contenant tous les k(3, L, <), qui ne soit pas trop gros.

Ce point technique est particulier a notre probléme. Il n’apparaissait pas
dans Darticle sus-cité. En effet, tous les indices considérés dans ce papier
appartiennent & N? qui est suffisament petit. Nous avons pu montrer que la
famille {k(8, L,e)}(5,1) ¢tait incluse dans une sorte de cone autour de N7
Ceci a été suffisant.

Pour le dernier point, la comparaison des estimateurs se fait deux a deux en
introduisant, pour chaque comparaison, un estimateur artificiel qui permet
un controéle plus fin des biais. Cette technique est totalement différente de
celle proposée dans le cas unidimensionnel par Lepski (1990) méme si elle est
basée sur une comparaison de type biais-variance.
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1.6.5 Adaptation partielle

Commengons par expliquer plus clairement le probléme. On considére un réel
0 < v < b et 'ensemble suivant :

B(y)={8eB;g=~}.

Cet ensemble est constitué de paramétres de régularité qui donne, pour les
espaces de Holder associés a ces paramétres, des vitesses minimax égales
entre elles. Il est donc aussi « facile » d’estimer sur chacun des espaces de la

collection {H (8, L)} (s,0)eB(+)xz-

REMARQUE 4. Le cas ¥ = b a été exclu car il n'est pas intéressant. En effet
B(v) est alors réduit a au seul point {b}.

Une question naturelle est de se demander si la connaissance a prior: du
paramétre v aide a trouver une procedure adaptative plus performante que
/2. On peut méme se demander s'il existe un estimateur adaptatif optimal.

Un premier résultat fournit une réponse négative a cette question.

THEOREME 3. [l n'existe pas d’estimateur adaptatif optimal pour ce pro-
bleme. En d’autres termes, pour tout estimateur f., il existe (Bo, Lo) € B(7y) x
T tel que :

tmsup sup By [(N7 (8o, Lo)lfo(8) = £(8)]) ] = +oc.

e—=0  feH(fo,Lo)

Avant de donner le résultat principal concernant ce probléme obtenu au cours
de cette thése, introduisons une notation.

Hyy= |J HBL= |J HEBID.
(B,L)EB(v)XT BEB(Y)

La connaissance de v revient a faire 'hypothése a priori que le signal inconnu
appartient & H(7).

THEOREME 4. Définissons la normalisation suivante :

2y
1 2v+1
N:(y) = (l*)ﬁ (5\/111111 g> :

C’est la vitesse minimazx asympotique sur sur Uespace H(vy). On construit
explicitement une procédure d’estimation qui atteint cette vitesse.
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